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  چكيده
ين كار به بررسي عملكرد روش در اهاي ژئوفيزيكي است. عمق يكي از مسائل مطرح در ديناميك شارهمطالعه فيزيكي معادلات آب كم

هاي شود. براي مقايسه حل عددي با ساير روشبعُدي پرداخته ميعمق يكفشرده تركيبي مرتبه ششم براي حل عددي معادلات آب كم
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  مقدمه
در  يك شارهبيان كننده حركت  ١عمقمعادلات آب كم

باشند كه در آنها تقريب ناپذير ميتراكم اي نازك ولايه
هيدروستاتيك برقرار باشد. اين معادلات در توصيف كمي 

از شناسي كاربرد دارند. هاي هواشناسي و اقيانوسپديده
كننده يك جو ادلات مذكور بيانمعديدگاه كاربرد جوي 

وداراي  باشندخشك و بدون اصطكاك، با چگالي ثابت، مي
هاي و در شارش در ديناميك جوّ هستند كاربرد گسترده

هاي عددي فراهم گوريتملپيچيده آزمون مناسبي براي ا
  ند.نكمي

هاي عددي صورت گرفته در اين مورد جمله بررسي از 
 ,Vallis and Maltrud)و مالترود توان به كارهاي واليسمي

، (Dritschel et al., 1999)، دريچل و همكاران (1993
 ,Mohebalhojeh and Dritschel)الحجه و دريچلمحب

 al., 2004( Galewsky et)و همكاران  گالوسكي ،(2000
. ) اشاره كردGhader et al., 2009و قادر و همكاران (

ت براي حل عددي و از كاربردهاي اين معادلا ديگر يكي
هاي مختلف هاي جديد در روشتوسعه و مقايسه الگوريتم

باشد. در اين كار روش تفاضل متناهي فشرده حل عددي مي
تركيبي مرتبه ششم براي حل عددي شكل بسيط اين 

هاي فشرده شود. روشكار گرفته ميمعادلات در يك بعد به
ها شارهسازي عددي ديناميك ابزارهاي قوي براي شبيه

) وفاكس و گودوين Numerov, 1924باشند. نيومروف (مي
)Fox and Goodwin, 1949 براي اولين بار ايده اصلي (

ها در هاي فشرده را بيان كردند اما استفاده از اين روشروش
هاي عددي پس از كارهاي كريس و اوليگر سازيشبيه

)Kriess and Oliger, 1972) و هرش (Hirsh, 1975 (
) انواع مختلفي از اين Lele, 1992له (واج يافت و لهر

هاي فشرده تركيبي هاي فشرده را معرفي كرد. روشروش
ها از باشند كه در آنهاي فشرده مينوع ديگري از روش

طور مشتق اول و دوم براي تقريب بخش مكاني معادلات به
 ;Chu and Fan, 1998) شودزمان استفاده ميهم

Sengupta and Lakshmanan, 2009) علاوه بر ساير .
هاي هاي ديناميك شارههاي مكانيك سيالات در حوزهشاخه

                                                
2. Runge-Kutta 

اند. از كار گرفته شده هاي فشرده بهژئوفيزيكي نيز روش
هاي جوي و جمله كارهاي انجام شده در زمينه شاره

هاي فشرده استفاده شده ها از روشاقيانوسي كه در آن
الحجه و دريچل ل به كارهاي محبتوان به عنوان مثامي

)Mohebalhojeh and Dritschel, 2007 قادر و ،(
گلشاهي و همكاران  ،)Ghader et al., 2009همكاران (

)Golshahy et al., 2011 ( و قادر و نوردشتروم(Ghader 
and Nordstorm, 2015) .اشاره نمود  

در پژوهش حاضر ابتدا به كمك دو معادله مدل ساده 
هاي غير خطي به بررسي دقت و عملكرد روش خطي و

تفاضل متناهي مرتبه دوم مركزي، فشرده مرتبه چهارم و 
 ٢كوتا-فشرده تركيبي مرتبه ششم با پيمايش زماني رونگ

 عمق يكپردازيم. سپس معادلات آب كممرتبه چهارم مي
 كنيم و نتايج بهبعدي را با سه روش مذكور حل عددي مي

  كنيم.يك آزمون موردي مقايسه مي برايدست آمده را 

  معادلات حاكم
شوند صورت زير بيان ميبُعدي بهعمق يكمعادلات آب كم

)Vallis, 2006:(  
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شتاب  x ،gسرعت در راستاي محور  uكه در آن 
ارتفاع است. در شكل برداري، معادلات بالا را  hگراني و 

 توان چنين نوشت:مي
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1. Shallow water 
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  نشانگر ترانهاده است. Tنويس و بالا

  سازي زمانيگسسته
كوتا -بخش زماني معادلات را به كمك روش رونگ

اي كنيم كه روشي چهار مرحلهمرتبه چهارم گسسته مي
صورت برداري با فرض بيان معادلات حاكم به است.

)( 


Gt 
،  در هر مرحله مقداري براي تابع يك  در

شود و در مرحله بعد، در همان گام زماني مياني محاسبه مي
شود. روابط اين روش براي تقريب گام زماني، اصلاح مي

 ,Durran)شرح زير است بخش زماني معادلات حاكم به
2010):  
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  روش فشرده تركيبي مرتبه ششم

، اي هستنداغلب مركزي و سه نقطه هاي فشرده،روش
براي افزايش دقت علاوه بر خود تابع  هاشور در اين

عنوان مجهول در نظر هاي آن نيز در نقاط شبكه بهمشتق
سپس از طريق يك دستگاه معادلات جبري  شده و گرفته

شوند. بنابراين هاي آن حل ميشامل خود تابع و مشتق
دستگاه معادلات  هاي فشرده ضمني هستند يعنيروش

 حاصل را از طريق وارون كردن يك دستگاه معادلات سه

كنيم. در اين قطري (و يا با تعداد قطرهاي بيشتر) حل مي
قطري يا  هاي سهعلت وارون كردن ماتريسها اغلب بهروش

هاي نسبت به روشبيشتر از سه قطر، حجم محاسبات 
  است. صريح بيشتر

ششم در يك شبكه روابط فشرده تركيبي مرتبه 
صورت  به يكنواخت براي مشتق اول و دوم تابع دلخواه 

  ):Chu and Fan, 1998شود (زير نوشته مي
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هاي مكاني اول و دوم با علامت در روابط بالا، مشتق  

 dدهنده نقطه شبكه و نشان iاند،پريم مشخص داده شده
اي است. در روش فشرده تركيبي مرتبه ششم فاصله شبكه

را، در نقاط مرزي، با استفاده از  مشتق اول و دوم تابع 
  .)Chu and Fan, 1998( كنيمروابط زير گسسته مي
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 شود.قطري نوشته مياتريس بلوكي سهم

ملكرد روش فشرده تركيبي مرتبه ششم براي مقايسه ع
)CCD6هاي تفاضل متناهي معادلات را به ) با ساير روش

) و فشرده مرتبه SD2هاي مرتبه دوم مركزي (كمك روش

بندي فرمول )١(كنيم. جدول ) نيز حل ميCD4چهارم (
هاي تفاضل متناهي مرتبه دوم مركزي و فشرده مرتبه روش
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  ).Hirsh, 1975( سازي مكاني آورده شده استگسسته
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CD4  

  بررسي دقت  
از پرداختن به حل عددي معادلات آب جا پيشدر اين

بُعدي ابتدا به مسئله بررسي دقت روش فشرده عمق يككم
ر مقايسه با دو روش تفاضل متناهي تركيبي مرتبه ششم د

 شود. بهمرتبه دوم مركزي و فشرده مرتبه چهارم توجه مي
هاي تفاضل متناهي، منظور بررسي دقت و عملكرد روش

مورد مطالعه در كار حاضر، دو معادله مُدل خطي (فرارفت) 
هاي تفاضل متناهي خطي (برگرز) را به كمك روشو غير

مرتبه چهارم و فشرده تركيبي مرتبه دوم مركزي، فشرده 
هاي تحليلي كنيم. با وجود جوابمرتبه ششم حل عددي مي

توان مي ،2L ،براي اين دو مسئله و استفاده از نُرم مربعي
ها را آزمود. اين نُرم ميزان انحراف ميزان دقت اين روش
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كند و هاي تحليلي را مشخص ميهاي عددي از جوابپاسخ
  شود:صورت زير تعريف ميبه
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  بعُدي معادله فرارفت خطي يك

كار گرفته شده را هاي بهدر اين بخش ميزان دقت روش
كنيم. بُعدي بررسي ميفت خطي يكبا حل معادله فرار

شكل زير به معادله فرارفت در يك بُعد براي تابع موج 
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راي حل عددي از شرط اوليه زير استفاده در كار حاضر ب

  كنيم:مي
  

)١٦(  
  


 

otherwise
xxx

,0
9
1

6
5,])9
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5[(9)0,(

2224  
 اي و غيرمعادله فرارفت را با دو شرط مرزي دوره

و  SD2 ،CD4هاي (مرز باز) به كمك روش ايدوره
CCD6 كه مرزها غيركنيم. براي حالتيحل عددي مي 

ز است اي باشند، مرز سمت راست (مرز خروجي) بادوره

)1,(0بنابراين شرط  


x
t بريم و مرز سمت چپ كار ميرا به

)0,(0با زمان ثابت است يعني در اين مرز شرط  t  را
  .)Durran, 2010( كنيماعمال مي

براي تقريب بخش زماني معادله فرارفت از روش 
ده )، استفاده ش٤(-)٧كوتا مرتبه چهار، معادلات (-رونگ

در جدول  2Lاست. مقادير خطاي كلي، با استفاده از نُرم 
ها اي باشند، جوابكه مرزها دورهآمده است. در حالتي )٣(

ثانيه، يعني زماني كه موج به مكان اوليه  5tزمان  در
 گردد، محاسبه گرديده و براي شرايطي كه مرزها غيرميبر

ثانيه، يعني زماني  9.0tي زمان اي باشند نتايج برادوره
 شود، لحاظ شدهكه موج از مرز سمت راست خارج مي

تحول زماني معادله فرارفت را  )٢( و )١(هاي شكل است.
ترتيب ثانيه، به 5tاي در زمان براي شرايط مرزي دوره

 gnدهند (نشان مي 32gnو  64gnهاي با تفكيك
نيز  )٤( و )٣(هاي شكل بيانگر تعداد نقاط شبكه است).

اي در زمان دوره تحول زماني معادله با شرايط مرزي غير
9.0t 65هاي ترتيب با تفكيك ثانيه بهgn  و

33gn كشند. مقايسه خطاي كلي محاسبه تصوير مي به
شده و همچنين نمودارهاي نشان داده شده براي رفتار 

اي با اي و غيردورهمعادله فرارفت در شرايط مرز دوره
 اند كه روش فشردهمختلف بيانگر اين واقعيت هايتفكيك

  كند.تركيبي مرتبه ششم بهتر از دو روش ديگر عمل مي
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5tاي در لحظهتحول زماني موج فرارفت با شرط مرزي دوره -١شكل      2ثانيه براي سه روشSD ،4CD ،6CCD  و جواب
  .64gn) با تفكيك EXACTتحليلي (



 تركيبي مرتبه ششم بُعدي با روش فشردهعمق يكحل عددي معادلات آب كم                                                                ٩٠
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  .32gnولي با تفكيك  )١( مانند شكل -٢شكل   
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و جواب  2SD ،4CD ،6CCDثانيه براي سه روش  9.0tاي در لحظه ا شرط مرزي غيردورهتحول زماني موج فرارفت ب -٣شكل  
  .65gn) با تفكيك EXACTتحليلي (
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  .33gnولي با تفكيك ٣مانند شكل  -٤شكل   
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اي ودر زمان ثانيه با شرايط مرزي دوره 5tبكه متفاوت، در زمان مقايسه خطاي كلي معادله فرارفت، براي تعداد نقاط ش -٣ جدول
9.0t ايدورهثانيه با شرايط مرزي غير  

  تعداد نقاط شبكه  اي)كلي (مرز دورهخطاي  اي)دورهكلي (مرز غيرخطاي
  (SD2)روش مرتبه دوم مركزي 

11067.3  11001.8  32gn 
11024.1  11005.4  64gn 
21023.4  11031.1  128gn 
21037.1  21017.4  256gn 
31042.4  21030.1   512gn  
31042.1   31008.4   1024gn 

  (CD4)روش فشرده مرتبه چهارم 
11068.2  21053.9  32gn 
21057.9  21080.2  64gn 
21069.2  31056.8  128gn 
31080.7  31045.3  256gn 
31042.2   31060.1   512gn  
41097.7   41085.7   1024gn  

   (CCD6)روش فشرده تركيبي مرتبه ششم
11046.1  21021.5  32gn 
21071.1  21060.1  64gn 
31082.7  31053.6  128gn 
31029.2  31014.3  256gn 
41080.8   31056.1   512gn  
41028.3   41079.7   1024gn  

 
  بعُدي معادله برگرز يك

صورت خطي بهعنوان يك معادله غيرمعادله برگرز به
  شود:زير در نظر گرفته مي

)١٧(  0



xt


در كار حاضر براي حل معادله برگرز از يك شرط اوليه   
450بُعدي در فاصلهدر فضاي يك  x شكل زير به
  ):Pinchover, 2005( شودبهره گرفته مي
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اش نيز داراي حل خطياين معادله با وجود ماهيت غير
تحليلي است. براي شرايط اوليه مذكور جواب تحليلي 

  چنين است: 45tمعادله برگرز براي 
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شود، ، زمان بحراني ناميده مي45tدر اينجا زمان
نامتناهي  منظور زماني است كه در آن مشتق تابع 

  شود.مي



 تركيبي مرتبه ششم با روش فشرده بُعديعمق يكحل عددي معادلات آب كم                                                                ٩٢

(مرز باز) به  ايدوره معادله برگرز را با شرط مرزي غير
كنيم. در حل مي CCD6و  SD2 ،CD4هاي كمك روش

كار گرفته  اين مسئله در مرزها شرط مرزي دريكله به
. اين شرط مرزي، شرطي است كه در مرزهاي شودمي

مقداري ثابت و مستقل از زمان  راست و چپ تابع 
)0,(1باشد. بنابراين در مرز سمت چپ شرط مي t  و

)45,(0در مرزسمت راست از شرط  t كنيم.استفاده مي 
كوتا مرتبه -روش رونگ بخش زماني معادله برگرز نيز از

)، گسسته شده است. مقادير خطاي ٤(-)٧چهار، معادلات (
ثانيه با  30tبراي مدت زمان  2Lكلي، با استفاده از نرُم 

 آورده شده است. )٤(تعداد نقاط شبكه مختلف در جدول 
تحول زماني معادله برگرز را با شرايط  )٦(و  )٥(هاي شكل

30tاي در زمان دوره مرزي غير  ترتيب با  ثانيه، به
دهند. مقايسه نشان مي 33gnو  65gn هايتفكيك

خطاي كلي محاسبه شده و همچنين نمودارهاي نشان داده 
هاي مختلف اين شده براي رفتار معادله برگرز با تفكيك

تركيبي مرتبه ششم  نند كه روش فشردهنماياواقعيت را مي
دو روش ديگر از خود نشان  عملكرد بهتري نسبت به

دهد.مي

  
 ايدورهثانيه با شرايط مرزي غير 30tمقايسه خطاي كلي معادله برگرز، براي تعداد نقاط شبكه متفاوت، در زمان  -٤جدول 
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و جواب  2SD ،4CD ،6CCDثانيه براي سه روش  30tاي در لحظه ا شرط مرزي غيردورهتحول زماني معادله برگرز ب -٥شكل   
  .65gn) با تفكيك EXACTتحليلي (
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  .33gnولي با تفكيك  ٥مانند شكل  -٦شكل   
  

  بُعديعمق يكحل عددي معادلات آب كم
  آزمون موردي

بعدي از عمق يكحل عددي معادلات آب كمبراي 
 Abbott)آزمون موردي معرفي شده توسط آبوت و باسكو 

and Basco, 1989) كنيم. در اين آزمون يك استفاده مي
شود كه در حالت اوليه نظر گرفته مي كانال پرُ از آب در

داراي سرعت صفر (حالت سكون)، ارتفاع پنچ متر و طول 
اين كانال با شرايط مرزي زير از  باشد.چهارصد متر مي

 :شودطرف چپ تخليه مي
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صورت زير براي مرز سمت راست نيز، شرايط مرزي به
  شود:تعريف مي

)٢١(  mlttlQ 400,0,0),( 
صورت زير تعريف ، دبي بوده و بهQدر دو رابطه بالا   

 شود:مي
)٢٢(  huQ 

به اين شكل شرايط مرزي براي دبي در دو طرف كانال   
و شرايط اوليه براي حل عددي مسئله مشخص است. در 



 تركيبي مرتبه ششم بُعدي با روش فشردهعمق يكحل عددي معادلات آب كم                                                                ٩٤

واقع شرايط مرزي ذكر شده در بالا شرايط مرزي فيزيكي 
عمق به مسئله هستند ولي براي حل عددي معادلات آب كم

اع نياز داريم، شرايط مرزي براي هر دو متغير سرعت و ارتف
  آيد عمل كنيم.لذا لازم است تا به شرحي كه در ادامه مي

يابي خطي از شرايط مرزي براي ارتفاع از طريق ميان
 :)Durran, 2010(شود صورت زير تامين مي زمان قبل به

)٢٣(  n
b

n
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n
b hhh 21

1 2  
  باشد.مرز مي دهنده، نقطه واقع بر روينشان bنويس زير  

 ) به٢٢شرايط مرزي براي سرعت را به كمك رابطه (
hشكل 

tQtu ),0(),0(   0و),( tlu بريم.كار مي به  
  نتايج

بُعدي براي آزمون عمق يكحل دقيق معادلات آب كم
 ,Abbott and Basco)مذكور توسط آبوت و باسكو 

اين جدول ارتفاع آورده شده است.  )٥(در جدول  (1989

)h) و سرعت (u تخليه شاره را در مرز سمت چپ (
و  ٥٠، ٤٠، ٣٠، ٢٠، ١٠هاي كانال (مرز خروجي) در زمان

دهد. نتايج حاصل از حل عددي معادلات ثانيه نشان مي ٦٠
بُعدي در كار حاضر، با تعداد نقاط شبكه عمق يكآب كم

ختلف، براي ارتفاع، با استفاده از روش مركزي مرتبه دوم م
(SD2) روش فشرده مرتبه چهارم ،(CD4)  و روش فشرده

در مرز سمت چپ كانال (مرز  (CCD6)تركيبي مرتبه ششم 
ثانيه، در  ٦٠و  ٥٠، ٤٠، ٣٠، ٢٠، ١٠هاي خروجي) در زمان

آورده  )٧(و همچنين براي سرعت در جدول  )٦(جدول 
دست آمده، با سه روش مذكور، مقايسه نتايج به شده است.
هاي دقيق ارائه شده در با جواب )٧(و جدول  )٦(در جدول 

بيانگر توانايي مناسب روش فشرده تركيبي مرتبه  )٥(جدول 
  ششم است.

  
 ثانيه ٦٠و  ٥٠، ٤٠، ٣٠، ٢٠، ١٠هاي ها، در مرز سمت چپ كانال، براي ارتفاع و سرعت، درزمانهاي تحليلي روش مشخصهجواب -٥جدول 

60  50  40  30  20  10  ][st       روش  
4.0  4.18  4.37  4.56  4.72  4.89  ])[,0( mth هامشخصه 

-1.50  -1.20  -0.915  -0.658  -0.423  -0.204  ])[,0( smtu هامشخصه  
و  ٥٠، ٤٠، ٣٠، ٢٠، ١٠هاي عمق، براي ارتفاع، در مرز سمت چپ كانال، درزمانمدست آمده از حل معادلات آب كنتايج به -٦جدول 

 ثانيه براي هر روش با تعداد نقاط شبكه مختلف ٦٠
60  50  40  30  20  10  )(st  

 )SD2(روش مرتبه دوم مركزي 
3.983  4.184  4.367  4.539  4.699  4.854  51gn  
3.982  4.183  4.367  4.539  4.700  4.853  201gn 
3.982  4.183  4.367  4.539  4.700  4.853  801gn 

  )CD4(چهارم  روش فشرده مرتبه
4.012  4.195  4.369  4.540  4.699  4.852  51gn  
3.979  4.181  4.367  4.539  4.700  4.853  201gn 
3.982  4.182  4.367  4.539  4.700  4.853  801gn 

 (CCD6)ششم  تركيبي مرتبه روش فشرده
3.992  4.202  4.350  4.524  4.702  4.856  51gn  
3.981  4.170  4.367  4.542  4.700  4.853  201gn 
3.982  4.181  4.367  4.539  4.700  4.853  801gn 
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و  ٥٠، ٤٠، ٣٠، ٢٠، ١٠هاي عمق، براي سرعت، در مرز سمت چپ كانال، درزماندست آمده از حل معادلات آب كمنتايج به -٧جدول 
 ثانيه ، براي هر روش با تعداد نقاط شبكه مختلف ٦٠

60  50  40  30  20  10  )(st  
 )SD2(روش مرتبه دوم مركزي 

-1.506  -1.195  -0.915  -0.660  -0.425  -0.206  51gn  
-1.506  -1.195  -0.915  -0.660  -0.425  -0.206  201gn 
-1.506  -1.195  -0.915  -0.660  -0.425  -0.206  801gn 

  )CD4(چهارم  روش فشرده مرتبه
-1.495  -1.191  -0.915  -0.660  -0.425  -0.206  51gn  
-1.507  -1.195  -0.915  -0.660  -0.425  -0.206  201gn 
-1.506  -1.195  -0.915  -0.660  -0.425  -0.206  801gn 

 (CCD6)ششم  تركيبي مرتبه روش فشرده
-1.502  -1.189  -0.919  -0.663  -0.425  -0.205  51gn  
-1.506  -1.198  -0.915  -0.660  -0.425  -0.206  201gn 
-1.506  -1.195  -0.915  -0.660  -0.425  -0.206  801gn 

  

  گيرينتيجه
هاي تفاضل در اين كار به بررسي و عملكرد روش

متناهي، فشرده تركيبي مرتبه ششم، فشرده مرتبه چهارم و 
عمق تبه دوم مركزي براي حل عددي معادلات آب كممر

مربوط به  نتايج كمي و كيفي مقايسه بعدي پرداخته شد.يك
 خطي وخطي و غيرمدل حل عددي براي دو معادله 

بعدي براي  عمق يكمعادلات آب كم مقايسه نتايج همچنين
يك آزمون موردي با حل تحليلي نشان داد كه روش فشرده 

ششم از توانايي بهتري، نسبت به دو روش تركيبي مرتبه 
البته نياز است تا عملكرد روش  .برخوردار استديگر 

  تر مورد بررسي قرار گيرد.مذكور براي معادلات پيچيده

  تشكر و قدرداني
خاطر حمايت از  نگارندگان مقاله از دانشگاه تهران به

  نمايند.تشكر مي پژوهشي اين كار
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